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Sembol Listesi

Sigma
Borel Kiimeleri

Olciim

I¢ Ol¢iim

Di1s Olgiim

f nin pozitif kismu

f nin negative kismi

Olgiim Uzay1

A kiimesinin y1g1lma noktalar1
Infimum

Supremum



Sekil Listesi

Sekil.2

Sinirlt Fonksiyonlarda Lebesgue



OZET

Bu tasarim calismasinda Lebesgue integralleri incelenmistir. Lebesgue integralini
anlamak adina sirasiyla cebir, 6l¢iimler, 6l¢iilebilir fonksiyonlar incelenmis son olarak
Lebesgue integrali ile Riemann integrali karsilagtirllmigtir. Lebesgue integrallerinin
Riemann integrallerinin sonu¢ vermedigi denklemler iizerindeki bagarimina dikkat
cekilmek istenmistir.



1. GIRIS

Bu arastirmanin hedefi, konusu ile Lebesgue integralleridir. Lebesgue integralleri, Analiz
derslerinde &gretilen Riemann integrallerinden biraz daha kompleks ve karisik
oldugundan bu integrali anlamak i¢in dncelikle bilinmesi gereken belli bagh konular ve
terimler bulunmaktadir. Bu terim ve konular1 ele almak gerekmektedir. Bu tasarim
caligmasi da oncelikle cebirler konusunu ele alip Sigma ve Borel cebrini ardindan 6lgiileri
(ic, dis 6l¢tim) ve 6lciilebilir fonksiyon konulari inceledikten sonra Lebesgue integralini
daha 1yi sekilde anlatmay1 6ngérmektedir.



2. CEBIR
Tamm: X kiimesinin alt kiimelerinden herhangi bir X in alt kiimelerinin sinifi denir.

Tanmm: Jrsmifi X kiimesinin alt kiimesinin bos olmayan bir sinifi olmak iizere
A ve B Z7smifinin elemanlari ise;

e HerAveBicinAUBE &~
e HerAveBicin A\Be€ .~

Ozelliklerini sagladig takdirde bu . %sinifina halka adi verilir. Eger U 6zelligi yerine;

e Herk € Nicin Ak€ = Uy, AK€ (kisaltma 1,1)
Sart1 olusuyorsa bu durumda .#”halkasina bir o-halka denir.
Bu tanimlardan 1siginda bir .“rhalkasi i¢in

e Q€ iginnHerAnBe . &

e k=12,....nigin Axk€ % — Up—, Ax € %~
Ayrica ¢ bir o-halka ise
e Herk €Nigin Ax€ 7" — Np=q A E X~

Saglandigini kolaylikla gdsterebiliriz.



2.1. CEBIR ve SIGMA-CEBRI

Tamm: bir Q kiimesinde bir alt kiime toplulugu oldugunu varsayalim. Asagidaki

ozelliklere bakarak

*NQ e . x

*2) A € rolsun. Bu takdirde A° € %~

*3) A1, Ao, ..., An € ¢ ise bu takdirde U}, Ax € %~

*4) A1, A, ... An, € ¢ ise bu takdirde Uy, Ax € %~

Eger ¢ toplulugu *1, *2 ve *3 6zelliklerini sagliyorsa bir cebir veya Boole Cebri, *1,
*2, *4 Ozelliklerin sagliyorsa bir Sigma-Cebir (o-cebir) adin1 alir. Cebir ya da sigma-
cebrin Q nin alt kiimelerinden olustugunu belirtmek icin “Q icinde bir o-cebir (ya da

cebir) dir” seklinde ifadesi kullanilabilir.

Onerme:

a) Bir o-cebir ayn1 zamanda bir cebirdir.

b) Sonlu sayida kiimesi olan .# " nin o-cebir ve cebir olusu esittir.

Ispat: Cebir ve o-cebir ifadelerinin tanimlarma bakildiginda bu sonuglar agiktir.

a sikkinda U}-; Ak sonlu birlesimi A; U Az U ... U An U ... seklinde sonsuz hale

cevrilebilir. Dolayisiyla *3 6zelligi de saglanmis olur.

b sikkinda ise eger bir cebir ise . nin elemanlarindan olusan U)-; A birlesimi
maksimum sonlu sayida kiime icerecektir. Bdylece bu birlesim de .rigindedir ve ./~ bir

o-cebir

Ornek: f, X den Y ye bir fonksiyon olmak iizere Y iizerinde bir o-cebiri oldugunda (. %"

y={f(E): E € % kiimesi de X iizerinde bir o-cebiridir.



Coziim:

1. %Y iizerinde bir o-cebiri oldugu i¢in Y € ./ dir. Bu nedenle £1(Y) € £1(.%) dur.
Diger taraftan f''(Y) = X olacag1 icin X € f1(.x) dur.

2. DE () olsun. D en az E € ./ nin ters goriintiisiidiir. Yani;
D =f!YE) = De= [ f1(E) Jc = £1(E®) olur. .4 bir sigma-cebiri oldugundan dolay1
E¢ € Jrdir. Dolayisiyla £1(E®) € f!1(x) =D¢ € () olur

3. Herhangi n igin Dy € f!(.%) olsun. En € ¢ olmak {izere her bir Dy igin dyle bir
En bulabiliriz ki Dy = £1(En) dir. US_; Dn= U, £1(En) = £1(US-, En) olur. %~
bir sigma-cebiri oldugu i¢in US-; En € #ve bu yiizden U, Dn € £1(.%) olur.

Bu da ispatin tamamlandigini gésterir.
2.1.1. o-cebirlerin ozellikleri

Teorem: i"'ve Q icinde bir sigma-cebir olsun o zaman

o Qe
o ALA ... € Niey AkE X

e ABE ¥=>A\Be ¥ AABEe .

o P=Q°€ &, (*¥lve *2 gerekliliginden dolay1)

e De Morgan kanununca Np-; Ak = (U=, AL® )¢ € 7 (*2ve *4 nin iki kere
uygulanmasi sonucu)

e A\B=AnBveAAB=(A\B)U(B\A)oldugu i¢in bir iistte kanitlanan

teorem nedeniyle ./ i¢inde olurlar.



2.2. BOREL CEBIRLER

R" deki biitiin acik (a, b) araliklarimda olusan o-cebirine Borel Cebiri denir. Borel
cebirler & veya &(R) sembolleriyle gosterilir. Z(R) nin her elamanina Borel Kiimesi

denilir.

Yukarida verdigimiz tanima goére &(R) kiimesi ag¢ik araliklar1 kapsayan bir o-cebiridir.

Z(R) R nin tiim a¢ik kiimelerini i¢inde barindirir.
Teorem:

¢ R nin tiim kapal1 alt kiime siniflar
¢ R nin (-o0, b] bicimindeki alt araliklar sinifi

e Rnin (a, b] bigimdeki alt araliklar sinift
B(R) Borel cebiri yukaridaki siniflar tarafindan da tiretilirler
Ispat:

&1, & ve &3 teoremin belirtilen siniflarinin olusturdugu o-cebirleri olmak iizere; #(R) R

nin tim agik alt kiimelerini kapsamasi ve kapalilik 6zelligine sahip oldugundan R nin

kapal1 alt kiimelerini de kapsar. Kapali alt kiimelerin olusturdugu o-cebiri &1 oldugundan

&1c 8(R) dir.
(-0, b] kiimeler kapal1 oldugundan @i sinifina aittir. Bu nedenle & — & dir.

(a, b] = (-o0, b] N (-0, a]° seklinde yazabildigimiz i¢in (a, b] tipli her aralik & ye aittir. O

zaman 83 C & olur.
Bu bilgiler 15181inda &3 & < &1 < &(R) yazabiliriz.

Diger taraftan (a, b) = U, =; (a, b-1/n] yazabildigimiz i¢in &3, R deki tiim agik araliklari
kapsar. O halde &(R) c &3 diir.



Yukaridaki ispat sonuglarina bakarak &3 = & = &1 = &(R) bulunur. Bu da bize teoremin

ispatini verir.
3. OLCULERE GIRIS

Bu boliimde kiimeler simifi iizerinde halka, o-halkasi, cebir ve o-cebiri kavramlari
tanitilan, Lebesque dig dl¢limii, dis 6l¢lim, i¢ 6lgiim gibi dl¢limiin 6zel uzaylarina goz

atacagiz.

3.1.0LCULER

TANIM:(X, %) bir dlgiilebilir uzay olmak iizere; ./rlizerinde tanimli genisletilmis reel

degerli bir p fonksiyonu oldugunu kabul edelim.

1. W()=0;
2. Her A € “xigin W(A) 2> 0;
3. Her ayrik (Ay) dizisi igin w(Up=q 4An) = Y1 W(AD)

Ozelliklerini saglayan fonksiyonlara Olcii Fonksiyonlari, kisaca Olgii denilir.

2. dzelligin yanina p(A) < oo kosulu getirdigimiz zaman p ye bir Sonlu Olgii adini veririz.
X kiimesi her biri sonlu 6lglye sahip kiimelerden olusarak yazilabiliyorsa buna; p 6lglsi

o-sonludur denir. Eger p(X) =1 ise bu gibi lgiilere Olasihk Olgiisii denir.



SORU 1:
X # @ ve .= P(X) olsun.

0, A=0 ise
1, A=0 ise

00 |
tanimlanan p doniisiimii bir 6l¢ti miidiir?
CcOzUM 1:

Bir donlisimin Ol¢l olup olmadigini asagidaki 3 6zelligi kontrol ederek séyleyebiliyoruz.

1. W(>)=0;
2. Her A € “xigin W(A) > 0;
3. Her ayrik (Ay) dizisi igin p(Up=q 4An) = Y1 W(AD)

. neNigin An= ise W(Up=q An) = Xme1 M(An) gerceklesir.

II. noe N olmak lizere Vn <, Vm, n > ngigin An, Am#= J ve

An N Am= J olmak lizere;

(Up=q An)=(Upzpos1 An) %D [NOT: n=n0+1 kismindaki n0 = no dir.]
olup W(Upy=1 An) = 1 dir. Diger bir taraftan

Yme1 WAR) = Yen0+1 MAR) = 1+1+1..... = +oo oldugu dikkate alinirsa

WUnZq An) # 221 WA

oldugu gériiliir. Ugiincii duruma bakmaya gerek yoktur. Dolayisiyla u fonksiyonu P(X)

tizerinde bir 6l¢ii fonksiyonu degildir.

TANIM: Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinden bir #&-cebiri ve Jriizerinde tamimli bir

1 dlgiisiinden olusan (X, ., ) iigliisiine Ol¢ii Uzay1 denir.
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TEOREM:

(X, 27, n) bir 6lgii uzay1 olmak tizere; Eger A, B € .#ve A < Bise w(A) < w(B) dir. Ayrica
[ y g [ [ yr

W(A) < o ise

nB\VA) = u(B) - uA) dir.

ISPAT:

B=AUB\A)ve An (B\A)=9 oldugu i¢gin

uB)=wA UB\A))=wA) + uB\ A) yazilabilir.

B\ A) > 0 oldugu goz oniine alirsak p(A) < w(B) yazabiliriz.

Eger uw(A) < oo ise w(B) = w(A) + w(B \ A) esitliginden w(B \ A) cekilirse,
w(B\ A)= u(B) -u(A) bulunur.

Bu esitligin A < B olmasi halinde dogru olduguna dikkat edilmelidir. A & B ise esitlik
dogru olmaz.

TEOREM:
(X, ;) bir dlcii uzayr olmak iizere;
Ay Jrdaki elemanlarin bir artan dizi oldugunu varsayarsak

H(USZy A= Tim p(Ay) dir.

ISPAT:

W(An) = oo ise W(Up=q 4An) = lim p(An) esitliginin her iki tarafi da +oo olur. Her n
n—-oo

L(An)<oo oldugu kabul edilirse

11



Si=Aiven>1icin Sp=An\ Ani
Bi¢iminde tanimlanan S, dizisi .7rdaki kiimelerin ayrik dizisi olur. Ayrica
An=Ur-; Sk ve Upzi An=Up-1 Sn
Yazilabilir. p bir 6l¢ii oldugundan dolay1
WUzt An) = u(UnZy Sn)=Xqzq w(S) = lim 350, p(Sn)
= u(S)+ lim Y3, 1(Sn) = p(S1) + lim Y3, p(Aa\ Ancr)
=u(S1) + lim 35, p(An)- p(An) = p(A1) + lim [u(Am)- [u(AD)]
=lim p(Am)
m—oo

bulunur.

3.2. DIS OLCULER
Tanim:

X bir kiime ve P(X) de X in kuvvet kiimesi olmak iizere; P(X) iizerinde tanimli,

genisletilmis reel degerli bir p° fonksiyonu

1 (@) =0.
Her E € P(X) igin u'(E) > 0.
A c B c Xigin p'(A) < p'(B)

Her birn € N igin A, € P(X) ise p (U=, An) < Yoy 1'(An)

Sartlarmi saglayan p” fonksiyonuna X iizerinde Dis Ol¢iim denir.

12



Olgii ve dis 6l¢ii tammlarina baktigimiz zaman ne dlgiiniin bir dis dl¢ii ne de bir dis
Ol¢iinlin 6l¢li olma zorunlulugu olmadigini goriiriiz. Dis 6l¢ii, Ol¢ii fonksiyonlarinin
bircok 6zelligini sagladigi i¢in boyle bir ad verilmistir. Bir 6l¢li ayn1 zamanda dis 6l¢i

belirtmesi i¢in tanim kiimesinin P(X) kuvvet kiimesi olmas1 gerekmektedir.

SORU 1:

P(R) iizerinde taniml1 olmak iizere

. (0 A= O
Hy (A)_{+oo Az T

dontistimii bir dis 6l¢ti midiir?
CcOzUM 1:

1) i (9) =0 tanimdan ¢ikardik.
2) A e P(R)igin p] (A) = 0 tanimda gorilmektedir
3) A,B e P(R) ve A ¢ B oldugundan p; (A) < ] (B) oldugunu gosterecegiz. Tki
durum sz konusudur:
a: A=Cise B#J yadaB={dir. O halde pj(A) =0, uj(B) =+oo yada

u;(B) =0 dir. Dolayistyla p(A) < i (B) gergeklesir.

b: A # Jise B # J olmak zorundadir. O halde p(A)=+oo ve p(B) =t

olup,
py(A) < pj(B) saglanir.

4) (An), P(R) deki kiimelerin herhangi bir dizisi i¢in ui(Uf{’:l An) <Yy uy (An)
saglandigim gostermeliyiz. U¢ durumdan bahsedebiliriz:
a: Vn € N i¢in Ay = & oldugunu varsayalim. Up—; An = & olup
uy(UnZy An) =0 olur.

13



Yn=1 M (An) = 0+0+...= 0 oldugundan dolayr puj(UpZ; An) =271 K]
(An) saglanir.

b: no € N myle ki Vn < np i¢in A, # & ve Vn > ngi¢in A, = < olsun. Bu
durumda

Wi (Unzy An) =pi(Un2y An) =+ (n0=no)

ve

Y1 W (A =302, ul (An) =+ (n0=no)

gergeklesip istenilen esitsizlige ulasmis olunur.

c: Vn € N igin A, = olmak tizere

M;(U;o:l An) =+ ve Yy M; (An) = Foo

oldugundan yine istenilen esitsizlige ulasmis olunur.

Dolayistyla u7, P(R) tizerinde dis 6lgtidiir.

14



3.3. LEBESGUE DIS OLCUSU

Bir I araliginin #(1) uzunlugu o araliin u¢ noktalarinin farkidir. I = [a, b] araliginin boyu
£(1) =b — a dir. Uzunlugu tanim kiimesi araliklar koleksiyonu, deger kiimesi de
genisletilmis reel sayilar kiimesidir.
Oyle bir A fonksiyonu olusturalim ki R nin alt kiimelerinin bir %/ smifi iizerinde tanimli
olsun ve asagidaki 6zellikleri saglasin:
1. A, R nin her bir E alt kiimesi iizerinde taniml1 olsun. Yani,
=P (R) olsun
2. Her bir I aralig1 A(1) = (1) olsun.
3. Eger (Ey) bir ayrik dizi ve A bunlarin her biri tizerinde taniml1 ise
AU B =32, AEs)
4. A oteleme altinda degisme 6zelligi gosteriyor olsun. Yani 4 fonksiyonu, E ve
E +y={x+y:x € E} kiimeleri lizerinde taniml1 olsun

A (E +y)=A(E) olsun.
Tanim: (Ix), R nin smir ve agik alt araliklarinin vir dizisi,
Ta={(lk) : Ac Ul } olsun P(R) iizerinde
A (A)=inf{Y5; 2(L): (k) € Ta}
Biciminde tanimlanan A" bir dis 6lciidiir. Bu dis dlgiiye Lebesgue dis dl¢iisii denir.
3.3.1. Lebesgue dis oOlg¢iisiiniin bazi 6zellikleri:

Teoreml: Lebesgue dis 6l¢iisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugu karsilik getirir,

yani I — R bir aralik ise
A1) = £(1) dur.

Ispat: once 1 = (a, b) araliginda dis dliisiinii bulalim. I = Ug, lk 6zelligini saglayan her

bir (Ix) dizisi i¢in

<Yy, Yy =>b-a<¥y, £(k)olacag acgiktir. Ozel olarak I; = I ve k > 1 igin Ik

= almirsa (l) € T olur ve bu dizi i¢in

15



Y 2(l) =b — a=£(1) bulunur. Su halde,
A =inf{Yy; 20): (k) € T1} =b—aolacaktr.

J=[a, b] araligin1 gbz oniine alalim. I; = (a - £/4, b + £/4) ve diger tiim araliklar boylar
toplam1 £/2 olacak sekilde herhangi agik araliklar olsun.

Y. ?(ly)=b—a+ & olacagindan
A([a, b]) < b —a dir. Simdi bu esitsizligin tersini ispatlamaya ¢alisalim. (Ic) € T'; olsun

J kompakt oldugundan Ix araliklarindan sonlu tanesi ile ortiisebilir. Su halde dyle birp €

N vardir ki,
J < UR_; Ik olur. Boylece,

b-a<Xl_, 2() ve dolaysiylab—a< Yy, #(l) yazabiliriz. b — a sayis1 infimumu
aliman kiimelerin tiim elemanlarindan kii¢iik veya esit olacagindan kiimenin infinden

kiiclik veya esit kalir. Yani
b—a<2A"(J)olur.

A'(0)=b—a=2(l) esitligi elde edilir.

Teorem2: R"iizerindeki Lebesgue dis dl¢iisii her bir araliga onun hacmini karsilik getirir.

Sonuc 1: A sayilabilir bir kiime ise 1" (A) = 0 dur.

Ispat1.2: € > 0 istenilen kadar kiigiik bir say1 ise A = {x1, X2, ...} olsun Ix= (xx- £/2"k +
1, x8+ £/27k + 1) segilirse A < U=, Ik olur. Bu durumda

VA SAULY<Y FI)=Xr,E/2"k=E

olur ki bu 1°(A) = olacagini gosterir.

16



3.4.1C OLCUM
TANIM:

X reel sayilarda tanimli bir kiime olsun. X kiimesinin i¢ Ol¢ciimi pu«(X) su sekilde

tanimlanir:

u«X)=sup {u(B): Bc A, B € M} (M = 6l¢iilebilir kiimeler)

3.4.1. i¢ Olgiilerin Bazi Ozellikleri:

1. Bir X kiimesinin i¢ 6l¢timii dis 6l¢timden kiiciik yada esittir.
2. px(9)=0.

3. Reel say1 dogrularinin i¢ dl¢timleri sonsuzdur, yani, p«(R) = oo.

Ispat:

1.) B € M ve B c X olmak iizere; Dis 6l¢iimiin monotonluk 6zelliginden yararlanilarak
n(B) < u'(A) ve w(B) < u'(A) oldugundan

pe(A) < '(A)

esitsizligini elde ederiz.

2.) 0 < px() < (o) = 0.

3.) Reel sayilarin dis dlgiimlerinden kolaylikla goriilmektedir.
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4. OLCULEBILIR FONKSIYONLAR
Tamm: f: A — R"ve A € ./ olsun. Eger her a € R i¢in;
f Y, o] = {x e A: f(x)>a} e ./ ise f fonksiyonu dlgiilebilir bir fonksiyondur.

Teorem (1.1 ): (X, x) Olgiilebilir bir uzay olmak iizere; f : X — R fonksiyonu igin

asagidaki onermeler birbirlerine denktir.

I.  folgiilebilir fonksiyon.

II. HeraeRigcinAs={xeX:f(x)>a}le. .

III. HeraeRicinBs={xeX:f(x)<a}le .

IV. HeraeRiginCi={xeX:f(x)2a}e. .

V. HeraeRicinDa={xeX:f(x)<a}e .
Ispat:
Aa ve B, birbirlerinin tiimleyenleridir. Kiimelerden biri .77 ’ya ait oldugunda digerin de ait
oldugunu kanitlamis oluruz. Dolayisiyla II. Ve III. Denktir. Benzer sekilde IV. ve V. de denktir.
Simdi II. ve III. Onermelerinin denkligine bakacak olursak:

II. dogru olsun. Bu durumda her bir n € N igin

Aa_% ={xeX: f(x)> a-%} e K

N1 A 1 =N f71 Qe 400 D= F 71Ny [a -, Fo0 )

= f1([a, +0)) = {x e X: f(x) 2a } =Ca
Benzer sekilde:

Aa=Up=1C, 4k
olacagi i¢in IV. = II. olur. Su halde II. = IV. dir.
I.=IV.Hera € Rigin

xeX:fx)zat= Ny {x:fix)>a}e

Yukarida ki tiim denklem ve esitliklere bakilacak olursa

—_

I.=1V.

II. = 1V. Bu esitliklerin 1s18inda= .= II.=IL.= V.= V.
II. = 1L B

IV.=V.

—
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Onerme: A € .77, f: A — R dlgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere; a, b € ¢~ olsun. O
zaman asagidaki kiimeler dl¢tilebilirdir.

1. aeRigin{x:f(x)=a} e .

2. {x:f(x)<eo}e .

3. {x:a<f(x)<b}e .

Ispat:
(1) a € Rigin {x: f(x) =a} = {x : f(x) < a} n {x : f(x) 2 a} € . "dir.

a= o0 olsun {x: f(x) = 00} = Ny—; {x:f(x)2n} e Jdir.
= -0 olsun {x: f(x) = -0} = Ny, {x:f(x) <-n} € Jdir.
(2) {x: f(x) <0} = Ny {x: f(x) < n)
(3) {x:a<f(x)<b} = {x:f(x)>a} n{x:f(x) <b}
Asagida verecegimiz onerme yardimiyla 6l¢iilebilir fonksiyonun tanimdaki reel sayilar

rasyonel sayilar ile degistirebildigimiz gérecegiz.

Onerme: Q rasyonel sayilarin kiimesi olmak iizere :
1) folgiilebilir fonksiyondur.
2) Herq € Qigin {x: f(x) > q} € . dur.

Ispat: 2 = 1 oldugu igin ispat etmek yeterlidir. Bir a € R olmak iizere Q rasyonel sayilar
kiimesi R i¢inde yogun oldugu i¢in Q i¢inde bir g, dizisi bulabiliriz.
limngn=a ve a < qa’ dir.

Bu yiizden {x : f(x) >a} = U, {x:f(X)>qau} € 7 olur.

Onerme: f, g olgiilebilir fonksiyon olmak iizere; asagidaki kiimelerde ol¢iilebilir

kiimelerdir.
(1) {x: f(x)>g(x)} € xdir
(2) {x: f(x) > g(x)} e rdir
3) {x: f(x) =g(x)} € dir
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Ispat:

(1) I¢in asagidaki kiime esitligini kullandigimizda

{x: f(x) > g(x)} = Ugea({x: f(x) >q}) N {x: g(x) < q} sag taraftaki kiime 6l¢iilebilir oldugu
i¢in bize verilen kiime de ol¢iilebilirdir.

(2) {x: f(x) > g(x)} = {x: g(x) > f(x)}¢ € xdur.
3) {x: f(x) =g(x)} = {x: f{(x) > g(x)} N {x: g(x) > f(x)} € Jdir.

4.1.Tanmim: Bir E kiimesi i¢in

1, x € Eise
KE(X)_{O, x ¢ E ise

Bi¢iminde tanimlanan Kg gibi fonksiyonlara E kiimesinin karakteristik fonksiyonu

denir. E 6lgiilebilir oldugundan Kg fonksiyonu da dl¢iilebilir fonksiyondur. ispatlamamiz

gerekirse:
X, a<0 ise
{xeX:Ke(X)>a} SE, 0<a<1 ise
@, 1<a ise

Oldugundan her a € Rigin {x € X : Kg (x) > a} € o7 dur.

Tanim: X=R ve %"= BR) olmak iizere siirekli her f: R — R fonksiyonu (Borel)

Olgiilebilirdir.

Ispat: f siirekli oldugu zaman her a € R i¢in
{x ER: f(x) >a} = ((a, +0))

Kiimesi R de acik bir kiimedir. Her agik kiime borel cebirine ait oldugu i¢in
{x€eR:f(x)>a}=8R)

dir. Yani borel dlgiilebilirdir.

Teorem: f ve h oOlgiilebilir fonksiyonlar olmak iizere asagidaki fonksiyonlar da

Olciilebilirdir. (¢ € R)

e cxh
o {2

e f+h
e fxh
o |f]
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Ispat:
e ¢ sabiti i¢in 3 durum s6z konusudur
1) ¢ =0 oldugunda c x h sabit fonksiyon olacag i¢in 6l¢iilebilir olur.
2) ¢>0 oldugunda
{x€X:ch(x)>a}={x€X:h(x)> % } € ¢ olur; h fonksiyonu dlgtilebilir
oldugundan dolay1.
3) ¢ <0 oldugunda teorem 1.1 in de yardimiyla
{x€X:ch(x)>a}={x€X:h(x)<=} / olur
3 durumun da incelendiginde ¢ € R nin her durumunda ¢ x h olgilebilir
fonksiyondurlar.
e f2de 2 durum goz &niine alimalidir
1) a<0 oldugu zaman ;
{x € X : f2(x) >a } = X olup &lciilebiliridir.
2) a>0ise
xEX:fx)>a}l={xe€X :f(x)>Va} u{x €X:f(x)>—+a}olurf
Olctilebilir oldugu icin sag kisimdaki kiimelerde 6l¢iilebilirdir. Dolayisiyla
{2 5lciilebilir fonksiyondur.
e (f+h)(x)>aolmasii¢in f(x) >k ve h(x) > a-k olmasi bizim i¢in yeterlidir. r € Q
seklinde bir sayimnin varligi teoremi ispatlamamiz igin yeterlidir.
{x € X: (fth)>a} =U,¢q [{x Ex:f(x) >k} N {x € X : h(x) > a-k}]
Yazabiliriz. f ve h Olgiilebilir olduklar i¢in sag kisimdaki kiimeler de
Olctilebilir fonksiyondurlar. Bu nedenle f + h dl¢iilebilirdir.
e h x (-1) = -h ol¢iilebilirdir(c sabiti). Buna ek olarak f + (-h) =f—-h ve f+ h
dlgiilebilirdir. (f + h)? ve (f - h)? de dlgiilebilir fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar

asagidaki gibi kullanirsak f x h 1n 6l¢iilebilir oldugunu gérmiis oluruz
1
Z[(f‘i‘h)z-(f-h)z ]=fxh

e Mutlak degerli fonksiyonlarda iki durum s6z konusudur.

1) a<0icin {x € X:|f|>a} =X € K olur.
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2) a>0icin {x € X:|f|>a} U {x € X :|f]|<-a} birlesimle olusan
kiimedeki her kiime elemani dlgiilebilir oldugu i¢in olusan mutlak

deger fonksiyonu yani | f|” de dl¢iilebilirdir.

Teorem: f fonksiyonunun 6Slgiilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun R igerisindeki

her U agik kiimesi igin f'!(U) kiimesinin 6l¢iilebilir olmasidur.

Ispat: r € R ve U = (1, o) olmak iizere;

£1(U) = {x : f(x) > r} kiimesi 6lciilebilirdir.

f olgiilebilir ve U bir acik kiime olmak iizere her agik kiime acik araliklarin birlesimi
olarak yazilabileceginden U = U,, f'(an, bn) kiimesi dl¢iilebilirdir.

Siirekli bir fonksiyonun tanim kiimesi Olctilebilirse ol¢iilebilir.

Onerme: f : R — R 6lgiilebilir ve h : R — R siirekli bir fonksiyon olmak iizere iki

fonksiyonun bileskesi (hof) ‘da dl¢iilebilirdir.

Ispat: U reel sayilarda agik bir kiime olmak iizere siirekli oldugundan h™'(U) reel sayilarda
bir agik kiime olacaktir. (hof)!(U) = f'(h’}(U)) kiimesinin ol¢iilebilirligi bileske

fonksiyonun siirekliligini gerektirir.

Tanimm: (X, 7”) dlciilebilir uzay ve K € 7 olmak iizere;
f: K — R olgiilebilirdir & V a € R igin {x € K : f(x) > a} € . Teorem 1.1 deki
denklikler f: K — R i¢inde gecerli olacagindan dolay1 bu tanimlarin benzerleri [-o0, +oo]

degerli fonksiyonlar i¢inde verilebilirler.

Tanimm: (X, 7”) dlglilebilir uzay ve K € ¢ olmak iizere;

f: K —[-o0, +oo] dlgiilebilir fonksiyondur. & V a € R i¢in

f1((a, +0]) = {x €K : f(x) > a}€ . dr.

X tlizerinde tanimlanmus, genisletilmis reel degerli .7 6lgiilebilir tiim fonksiyonlar kiimesi

M(X, %) olarak gosterilir.
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Teorem: Genisletilmis reel degerli f fonksiyonunun 6l¢iilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul

A={x € X: f(x) =+ow},

B = {x € X: f(x) = -0} kiimeleri dlgiilebilir ve

_(f(x), x ¢ AUB ise
fix) {0, x € AUB ise

biciminde tanimlanan reel degerli {1 fonksiyonun 6l¢iilebilir olmasidir.
Ispat: f € M(X, %) oldugunda A ve B kiimelerinin 6lciilebilir oldugunu yukarida verilen
tanim geregi ortaya koyariz.
e a>0 olmak lizere
{xeX: fix)>a}={xeX:f(x)>a}\Aolur
e a<O0ise:
{xeX: fix)>a}={xeX:f(x)>a} uBolur.
Denklemlerin sag kisminda kalan kiimeler 6l¢iilebilir olduklari i¢in soldaki kiime yani fi
de olgiilebilir bir fonksiyondur.
Denkleme tersten bakacak olursak; A, B ve fi 6l¢iilebilir olduklarini biliyorsak
e a>( olmak iizere
(xeX:f(x)>a}={xeX: fix)>a} UA
e a<O0ise:
{xeX:f(x)>a}={x€eX:fi(x)>a} \Bolur.

Bu da bize f fonksiyonun da 6l¢iilebilir oldugunu gosterir.

Onerme: f, olgiilebilir bir reel degerli fonksiyon dizisi olsun. Bu takdir asagidaki
verilenler de olgiilebilirdir.
1) sup o, inf fu 6l¢iilebilirdir.

2) lim supf, ve lim inf f; 6l¢iilebilirdir.

Ispat:
. {x:supnfa(x)<a}={x:fi(x)<a,H)x)<a,....... b=Nyeq x:fh(x)<a}
Her bir n i¢in f, 6l¢iilebilir oldugu i¢in sup f, kiimesi de 6l¢tilebilirdir.

Benzer seklide inf f,= -sup (-fn) oldugu i¢in inf £, de dl¢iilebilir bir dizidir.
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2. lim supf, = inf, s (supn>w fn) ve lim inf f, = sup,,»;(infi=w fn) seklinde
yazilabilirler. Her bir w dogal sayisi i¢in:
gw = SUpn>w fn, hw= infy>w i dersek bir {istteki Onerme segeneginde de gorildiigii
gibi gy ve hy Olciilebilirdir.

lim supf,= inf gw ve lim inf f, = sup hy oldugu icin iki limit degeride dlgiilebilirdir.

Tanim:

e B(R¥) Borel cebrine gore dlgiilebilir bir fonksiyona Borel 6l¢iilebilir fonksiyon ya

da Borel fonksiyon denir.

7R, A*) o-cebrine gore Olciilebilir bir fonksiyon ise Lebesgue oOl¢iilebilir fonksiyon

denir.
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5. LEBESGUE INTEGRALI
5.1. SINIRLI OLCULEBILIR FONKSIYONLARIN LEBESGUE INTEGRALI

f(x), [a, b] araliginda sinirhi ve Slgiilebilir bir fonksiyon olmak {izere a < f(x) < 3 olacak

sekilde iki say1 verilsin. [o, B] aralig1,
A=yo<y1<..<yn1<va=p

Seklinde n tane alt aralifa bolelim. Bu noktalar geometrik olarak Y ekseni iizerindedir.
[a, B] araligin1 bolerek elde edilen bu noktalara araligin boliintiisii, parcalanist ya da ag1

denir.

K =1, 2, ..., n olmak iizere yk-1 < f(x) < yk seklinde Ex kiimesin [a, b] araligindaki x

noktalarmin kiimesi olsun. Yani Eg,
E={X 1 yi1 < f(x) <y« }

Seklinde tanimlansin. f(x) Olgiilebilir fonksiyon oldugu i¢in Ex kiimesinin her biri de

oOl¢iilebilirdir. Yani i #/ i¢in E; N E; = & olur.

Sekil.2
S = Yk=1 ykm(Ex) ve s =X¢_; yk-1m(Ex)

Ifadeleri alt ve iist toplam olarak tanimlanir. [o, B] araligindaki tiim aglar igin,
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I = ebas(S) = inf(S) ve J = ekiis(s) = sup(s)

Olarak tanimladik. Bu tiir degerler hep vardir ve bunlar asagidaki gibi tanimlanirlar

I= 7 f(dx ve J=[7 f(x)dx

Bu degerler f(x) fonksiyonunun [a, b] araligindaki {list ve alt integralleri bi¢iminde

adlandirilir. Tanimdan da anlasilacagi gibi J < I oldugu goriiliir.
Eger I =] ise yada
= lim ¥k_; yim(E) = lim ¥Z_; yiim(Ex) =J

Olursa f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilir denir.

Riemann da oldugu gibi alt iist integrallerin esit oldugu deger, ortak isaret olarak

[P fdx ve [°f(x)dx <

Bi¢iminde yazilir ve buna f(x) fonksiyonunun [a, b] aralifinda sonlu Lebesgue integrali
denir. Eger I # J ise, o halde f(x) in [a, b] kapali aralifinda Lebesgue integrali yoktur

denilir. Yani,
I=lim ¥%_, yum(BE) # lim ¥y yem(Ex) =J

Sekil.2 de goriildiigii gibi yum(Ex) degeri, noktalarla isaretli dikdortgenin alanini ve  yi.
1m(Ex) degeri ise tarali dikdortgenin alaninmi belirtir. Ex kiimesi de X ekseni lizerinde bu
dikdortgenlerin tabanlarina karsilik gelen araliklarin kiimesini olusturur. Bu halde,
Lebesgue integral, y = f(x) egrisi, X ekseni x = a ve x = b dogrulan tarafindan

sinirlandirilan sinirl alani ifade eder.

Bu kisimda Riemann integralini kisaca (R) f: f (x) olarak gosterecegiz. Ayrica yukarida

tanimladigimiz Lebesgue integralini su seklilde de tanimlayabiliriz,

E, [a, b] kapal1 araligindan 6lgiilebilir bir kiime olmak iizere

_(f(x), x€E . - )
g(x) { 0, x&E seklinde tanimladigimizda ;
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) g f)dx = f: g(x)dx ifadesi f(x) fonksiyonun E kiimesinde Lebesgue integralidir.

Tanim 1: f(x), 1 #] i¢in y;i # yj olmak iizere, y1, y2, ..., yn ... degerlerini alan bir fonksiyon

olsun. Boylece f(x) fonksiyonunun E kiimesinde
Jo f)du =3y yapi{x : x € E, f(x) = yn}

Esitligin sag kismindaki seri mutlak degerce yakinsaksa, f(x) basit fonksiyonu E kiimesi
tizerinde p Olgiimiine gore integrallenebilirdir denir. Boylece f(x) fonksiyonuna bir E

kiimesi iizerinde p dl¢limiine gore integrallenebiliyorsa,
Yn yop{x :x € E, f(x) = yn}
Serisine f(x) fonksiyonunun E kiimesi iizerinde p 6l¢iimiine gore integralidir deriz.

Tamm 2: E kiimesi iizerinde integrallenebilen fu(x) basit fonksiyonlarinin bir dizisi
diizgiin olarak f(x) fonksiyonuna yakinsiyorsa, f(x) fonksiyonuna E kiimesi {izerinde p

Ol¢iimiine gore integrallenebilir diyecegiz.
711—{130 fE fu(x)dx = fE f(x)dp

fle gosterip, buna f(x) fonksiyonun E kiimesi iizerinde p 6lgiimiine gére Lebesgue

integrali diyecegiz.

Teorem 1: Ayn boliintii iginde, iist toplamin bir alt sinir ve alt toplamin bir {ist sinir1

vardir.

Ispat: k=1, 2, 3, ... olmak iizere yx > o oldugu igin,
Yiwm(Ex) > am(Ex) o

Olur. Ayn1 zamanda,

E=U}=; Ex= {x:a<fx)<B}

Olmak iizere i #j i¢in E; N E; = & oldugundan,

8= Yk=1 Yk-1m(Ex) < Y=, ym(Ex) = Pm(E)
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Sonucunu elde ederiz. Yani Bm(E) degeri salt toplamin {ist siniridir.

Sonug¢ 1: miimkiin olan tiim bdliintiiler i¢in, list toplamin I gibi bir en biiyiik alt sinir1 ve

alt toplamin da J gibi bir en kii¢iik {ist sinir1t mevcutdur.

Teorem 2: P boliintiisiine bir nokta daha ekleyerek daha kiigiik bir P; boliintiisii elde

edelim. P; boliintiisii i¢in S; ve s; sirasiyla {ist ve alt toplamsa s <s1<S; < S olur.
Ispat 2: Y ekseni iizerinde [o, B] kapali araliginda,
A=yYo<y1<...<yn1<yn=p

Olacak sekilde bir P = {yo, y1, ..., yn} boliintiisiinii secelim. Bu P bdliintiisiine eklenen
nokta yp-1 < u <yp araliginda olsun. Boylece, (yp-1, ¥p) acik araligina karsilik gelen {ist

toplam y,m(E) = S olur. Diger taraftan,

EpV = {x:yp1 <f(x)<u} ve Ep® ={x: u<f(x) <yp}

Olmak iizere,

S1=um(E,") + y,m(E,?)

Toplami, u noktasi eklenmesiyle elde edilen iist toplamdir. Ayrica

Ep = B,V U E,® ve m(Ep) = m(E, V) + m(Ep®) oldugu agiktir. Boylece,
S=ypm(Eyp) = ypm(Ep") + ypm(E,®)

Yazilir. Buradan,

S1-S = um(E,\") + ypm(Ep®) — ypm(E;) = (u — yp)m(Ey")

Olur. m(Ep") > 0 ve y, > u oldugundan, S1— S <0 ¢ikar. Bu da S; <'S demektir. Oyleyse

bir boliintiiye bir nokta eklemekle iist toplam biiylimez.

Benzer olarak (yp-1, yp) araligina karsilik gelen alt toplam s = y,.im(E;) olur. Diger

yandan,
S1=um(Ey?) + yp-im(E,'")

Toplami, u noktasi eklenmesiyle elde edilen alt toplamdir. Ayrica,
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s = Yp-1m(Ep) = yp-1m(Ep™) + ypim(E,?)
yazilir. Boylece,
51— = (u—yp-)m(E,?)

olur. u > yy.1 ve m(E,?) > 0 oldugundan, s; — s > 0 yazilir. P béliintiisiine bir nokta

eklemek alt toplami kiigiiltmez.

Teorem 3: f(x) fonksiyonunun Lebesgue anlaminda integrallenebilmesi i¢in gerek ve
yeter kosulun, her € > 0 sayisina karsilik iist toplami1 S ve alt toplami s olan bir p boliintiisii

icin S-s < € olmalidir.

Ispat 3: Eger € > 0 sayis1 verildiginde herhangi bir P béliintiisii i¢in S —s < Eise s <J <
I < S esitsizligi ile birlikte 0 <1—-J < S — s < € olur. £ — 0 I=] yazilir. Bu da Lebesgue

anlaminda integrallenebilmesinin tanimidir.

Tersine, f(x) fonksiyonu Lebesgue anlaminda integrallenebilir olsun. Yani, [ =J oldugunu

varsayalim. Bu halde £ > 0 sayis1 verilen herhangi bir P boliintiisii i¢in
I= ebas(S) ve J = ekiis(s) oldugundan

S<I+E&Rves>J-E/2

Yazilabilir. Buradan,

S—s<(I+&2)-(J-&12)=¢

Ifadesi gelir.

Teorem 4: Eger f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda sinirli ve olgiilebilirse, o zaman f(x)

fonksiyonun -un bu aralikta Lebesgue integrali vardir.

Ispat 4:

S —s=Yk=1 (Y« — yx-)m(Ex)

[a, B] araliginda bir boliintiisiini, yx — yk-1 < E/(b -a) olacak sekilde secebiliriz. Boylece

S—s =3k (k- yem(E) < Tf-; E/(b -a) m(Ex) = E/(b -a)Lf_; m(Ex) =
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Cikarilir. ik ve son terimlerden, S — s < £ yazilir. Teorem3 e gore f(x) fonksiyonu [a, b]

kapali araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilirdir.

Teorem 5(Ortalama Deger Teoremi): f(x) fonksiyonu bir E kiimesinde 6l¢iilebilir ve A

<f(x) <Bise

Am(E)< | ¢ f(x)dx < Bm(E)

Esitsizligi yazilir. Bu esitsizlige Lebesgue integralleri i¢in ortalama deger teoremi denir.
Ispat 5: 1. Teorem ve s <J <I1<S olusumlar1 kullamlirsa,
Am(E)<s<J<I<S<Bm(E)

Yazilir. f(x) fonksiyonu smirli ve Olgiilebilir oldugundan Lebesgue anlaminda

integrallenebilir. Oyleyse I =J esitligi ile birlikte
Am(E) < [ f(x)dx < Bm(E)
Esitsizligi bulunur.

Teorem 6: f(x) fonksiyonu bir Ex kiimesinde sinirli ve dlgiilebilir olsun. eger E1 m Ex =

dve E=E|UE; ise,
o FCOdx =[,, fCOdx + [, f(x)dx
Olur.

Ispat 6: o= yo<yi<...<yn1<yn= P olacak sekilde yx noktalarmn alarak, E kiimesini

Ek alt kiimelerine, E;, E> kiimelerini de,

ExD ve E®

seklinde ayrik alt1 kiimelere ayiralim. Bu halde,
Ex= Ex" U Ex® ve m(Ex) = m(Ex") + m(Ex?)
Yazilir. Buradan,

o f(x)dx = lim ¥, yn(Ex)

30



=711_T>130 Yi=1 yum(Ex) "’Tlll_{’go Yi=1 ym(E)

=[p fOdx + [, f()dx
Yazilir. Bu esitligin ilk ve son terimleri, istenen sonucu verir.

Teorem 7: f(x) fonksiyonu bir E kiimesinde smirli ve Olgiilebilir olsun. Bu halde,

herhangi bir ¢ sabiti i¢in

Jlf () + cldx = [ f(x)dx + cm(E)

Yazilir.

Ispat 7: o < f(x) < B olsun. Ayrica,
A=yo<y1<..<yn1<yn=p

Seklinde bir boliintii alalim.

Ex={x:X €E, yk1 < f(X) < y«}

Olmak iizere iist toplam,

S =lim Ty yam(B)

Bi¢iminde yazilir. Benzer olarak, f(x) + ¢ toplamu ile ilgili iist toplam,
S1= Yk=1 (Yt om(Ex) = Yy=; yxm(Ex) + Xi-; cm(Ex)
Veya S1 =S + cm(E) olur. her iki tarafin n — oo limitleri alinirsa,

[{f) + cldx=8=lim S = lim S+cm(E)=, f(x)dx + cm(E)

n—-oo

0 sinx . .. < . ..
Soru 1: fo — dx integralinin var oldugunu gosteriniz.

Coziim 1: (sinx)/x fonksiyonu (0, 1) aralifinda siirekli oldugundan

1 sinx
) dx
0 x

Bi¢iminde Riemann integrali vardir. Buna gore parcali integralle,
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fbsinx %lb_fb%

0 = dx =- 172 dx

=cosl — (cosb)/b - |, b cosx

172 dx

olur. Ayrica

b cosx b cosx b dx
i oo dx <[] Eoldxs ] —==1-1/b

Olacagi kolaylikla goriiliir. Buradan b — oo limiti alinirsa Riemann integrali olarak,

b cosx 00 COSX
lim dx = dx
b>oo fl x"2 fl x"2
Vardir. Ote yandan,
b sinx 1sinx b sinx
—_— = —_— + —_—
0 ¢ dx ) 0 dx + [ | dx
Olacagi i¢in,
oo sinx b sinx 1sinx 0o sinx
—dx=1lim | —dx=| —dx+ | —dx
fO x b—oo fO x fO x fl x

Yazilir. Bu esitligin sag tarafindaki son iki integral var oldugundan, sol kisimdaki

integralin de varligindan bahsedebiliriz.

Teorem 8: f(x) fonksiyonu bir A kiimesinde sinirl ve dlgiilebilir olsun. Eger A’ < A ise,

f(x) fonksiyonunun A’ kiimesinde Lebesgue integrali vardir.

Ispat 8: f(x) fonksiyonu bir A kiimesinde smirl ve 6lgiilebilir oldugundan teorem3’ e
gore, bu fonksiyon A kiimesinde integrallenebilir. A’ < A kapsamindan m(A’) < m(A)

yazilir. Boylece,
J, FOOdx = lim B3y yan(A’) < lim T2_y yam(A) = [, f()dx < o0
Yazabildigimizden, f(x) fonksiyonu A’ kiimesinde Lebesgue anlaminda integrallenebilir.

Teorem 9: Eger g(x) fonksiyonu bir E kiimesinde integrallenebiliyor ve yine E
kiimesinde [f(x)| < g(x) esitsizligi saglanabiliyorsa, f(x) fonksiyonu da bu E kiimesinde

integrallenebilir.
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Ispat 9: f(x) < |f(x)| < g(x) oldugundan,

[, f() dx < [, [fdx| <[, g(x) dx < oo

yazilabilir. Buradan,

[, f(x) dx <o

Elde edilir. Bu da f(x) fonksiyonunun E kiimesinde integrallenebildigini gosterir.

Teorem 10: Eger f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 bir E kiimesinde integrallenebiliyorsa,

f(x)g(x) carpim fonksiyonu da E kiimesinde integrallenebilir. Yani,
J fg(x) <

olmalidir.

Ispat 10:

f(x)g(x) < S[fx)P + e ()]

esitsizligi her zaman dogrudur. Ote yandan,

[f(x) < 2M? ve [g(x)* < 2N°

Denirse f(x)g(x) < M? + N? = P ile smirhdir. Ayrica teorem3 e gore E kiimesinde

Lebesgue integrali vardir. Diger yandan,

0 < (fx)] - [g())* = FX)P + g -2/f(x)g(x)|

Esitsizligi goze alinirsa,

1
)] - |2l < SFCOP + g0l
yazilir. Buradan,

[ F)g() <3 [ [, [fx)Pdx +[,, [e(x)Pdx] < Pm(E) < oo,

Soru 2: (Tchebichev Esitsizligi) A kiimesi iizerinde F(x) > 0 ise,
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ni{x:x € A, F(x)>c} S%fAF(x)du

esitsizligi saglanir.

Coziim 2: A’ = {x : x € A, F(x) > ¢} olsun A = (A\A’) U A’ oldugundan
[,FGOdu= [, F@du+ [, ,, Fe)du= [, F(x)du>cu(A’)
Esitsizligi elde edilir. Buradan,

= [ F(x)du > n(A’) =pi{x : x € A, F(x) > c}

Oldugunu gosteririz.

5.2. SINIRSIZ FONKSiYONLARIN LEBESGUE INTEGRALI

Genel olarak, sinirsiz fonksiyonlarin Riemann integrali yoktur. Buna karsin, ¢ogu kez
Lebesgue anlaminda integrallenebilir. Bu kisimda daha 6nceden buldugumuz sonuglari

smirsiz ve Slgiilebilir fonksiyonlara genisletecegiz. Ozel olarak € — 0 giderken

®) [7 [fx)ldx

Bicinde olan Riemann integrali sonlu bir limite variyorsa her f(x) fonksiyonu [0, 1]

araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilir ve
[} fxydx = lim [ f(x)dx
0 500 YE
olur. Bu tiir dengesiz integraller,
S|
lim [ f(0ldx = oo

oldugu zaman Lebesgue anlaminda integrallenemezler.

Once, f(x) > 0 fonksiyonunun sinirsiz ve dl¢iilebilir oldugunu kabul edelim. p dogal sayis1

i¢in,
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f(x), timx € E icin f(x)

<p 1
p, timx € Eicinf(x) = (D

[0, = | :

Olarak tanimlarsak her p dogal sayisi i¢in, [f(x)], fonksiyonu sinirli ve dlgiilebilirdir.
Boylece, [f(x)], fonksiyonu E kiimesinde Lebesgue anlaminda integrali vardir. Buna gore

f(x) fonksiyonun integrali
J; f00dx = lim [, [f00]edx @)

Olarak tanimlanir. Buradaki limit ya pozitif bir say1 ya da sonsuzdur. Eger limit pozitif
bir say1 ise, f(x) fonksiyonunun Lebesgue anlaminda integrali vardir. Integralin degeride

bu limite esittir. Aksi durumda limit yoksa f(x) Lebesgue anlaminda integrallenemez.

Eger f(x) <0 ise f(x) fonksiyonunun E kiimesinde Lebesgue integrali,
[, fdx =- [ [fx)ldx 3)

Olarak tanimlanir ve [f(x)| > 0 oldugu i¢in (1) ve (2) ifadelerinin Lebesgue integrali olup
olmadig1 sonucuna bakilir. (3) esitliginin sag kismi bu sdylediklerimizi elde etmemize

yardimci olur.
Eger f(x) fonksiyonu keyfi isaretli ise, o halde

£ (x) = f(x), timx € Eicinf(x) =0
(X)_{O , timx € Eiginf(x) <0

Flx) = 0, timx € Eicinf(x) = 0
®) _{—f(x) , timx € Eicinf(x) <0

Buradan
f(ix) = f'(x) - f(x)
yazilir. Boylece f(x) fonksiyonunun E kiimesi tizeindeki integrali
fE f(x)dx =fE ' (x)dx - fE f(x)dx €))

Eger (4) esitliginin sag yanindaki integraller ayn1 zamanda varsa, sol taraftaki integraller
de vardir. Bu halde f(x) fonksiyonu E kiimesinde Lebesgue anlaminda

integrallenebilirdir.
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Soru 1: [f(x)], (1) esitliginde tanimladig1 sekilde olsun. Bu halde
[0}y = min{f(x), p} ve lim [0, =f(x)

olur.

Coziim 1: (1) esitligi gdz oniline alindiginda f(x) < p ise [f(x)]p = min{f(x), p} ve f(x) >p
ise [f(x)]p = p = min{f(x), p} oldugu hemen bulunur. Bdylece her durumda [f(x)], =
min{f(x), p} yazilir. 6te yandan min{f(x), o} = f(x) oldugundan

lim [f(x)]p=lim min{f(x), p} = f(x) elde edilir.
p—)OO p—)OO

8 dx f4 dx f2 dx

075 — integrallerinin var olup olmadigin1 gosterin varlar ise

Soru 2: | 02

035>
sonucunu yazin.
Coziim 2: [f(x)], fonksiyonunun,

1 1 1
i iz S pveya x ZE

[f(x)]p=

1 1
P, 9617>pveya x<p—3
Olarak tanimlayalim. Buna gore

8 dx . 8

Jo 3= lim Jy’ [£Go)]pdx

_ . 1/p"3 8 ﬂ
- gl_l;lgo [fo de+f1/p/\3 3\/E]

. 3
= lim [px|o"?3+2x%/31,:% =6
p—oo 2

Olarak bulunur. Boylece birinci integral var ve degeri altidir.
Ikinci integral igin,

1

1
Tz < pveya x Zp—z

[f(x)]p= 1 1
P, —>pveya X<F

%172

Konumlar1 tanimlarsak buna gore,
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8 dx

4 dx
f fl/p"z T}

1 4 T 1/p*2
__gl_)n;lo fo [f(X)]de _gl—l;{;lo [fo de+

0 Vx 1=4

Olarak bulunur. Boylece integral vardir ve degeri dorttiir.
dx

Benzer yollar ile | 02 Z-® olacag i¢in bu integral bulunamaz.

Teorem 1: f(x) > 0 olsun. Bu halde,
f f(x)dx
E

Integralinin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

[, [£60)Tpdx

Integralinin diizgiin sinirl1 olmasidir.

Ispat 1: [f(x)], fonksiyonunun tanim1 geregi,

[f)]1 < [fx) ]2 < [f(x)]5 <...

Yazilir. Boylece,

Jp [feOTdx < [ [f0)ldx < [ [f()]sdx <....

Seklinde bir dizi elde etmis oluruz. Bu dizinin p. Terimi,
[ [FG0Tndx

Bi¢iminde tek diize artandir. Eger bu dizi diizgiin sinirli ise tiim p degerleri igin,
[, 00 Tpdx <M

Olacak sekilde bir M sayis1 vardir. Buna gore,

lim . [f0lpdx = f; [f00)dx

integrali vardir.

Tersine bakacak olursak,
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) ¢ f(x)dx

integrali varolsun [f(x)], < f(x) oldugundan
S [f0)Jpdx < [ fx)dx <M

olur. Bu da,

fE [f(x)]pdx <M

demektir. Yani tiim p degerleri i¢in,

[, TR0 Tpdx

integrali diizgiin smirhdir.

Teorem 2: f(x) fonksiyonunun bir E kiimesinde integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul |f(x)| fonksiyonunun ayni E kiimesinde integrallenebilir olmasidir. Bu halde,
1, feodx | < [, | foldx

Olur

Ispat 2: 6nce f(x) = f'(x) - f(x) ve |f(x)| = f'(x) - f(x) esitliginden

fE f(x)dx = fE ' (x)dx - fE f(x)dx

Ve

fE If(x)|dx = fE ' (x)dx - fE f(x)dx

Olduklar1 kolayca goriilebilir. Bu iki esitlikten f(x) fonksiyonunun bir E kiimesinde
integrallenebiliyor olmasi i¢in gerek ve yeter kosul [f(x)| fonksiyonunun ayni E kiimesi
tizerinde integrallenebilmesidir. Deger bir deyisle f(x) fonksiyonunun bir E kiimesinde
integralinin olmasi i¢in ayni fonksiyonunun mutlak deger i¢indeki degerinin aymi E

kiimesinde integralinin mevcut olmasidir. Ote yandan,

1, f00dx| =1f, £(x)dx - [, £0dx | < |f, Fedx |+, F(x)dx |
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=fE ' (x)dx + fE f(x)dx = fE [f(x)|dx

Yazilir. Bu esitsizligin ilk ve son terimlerine bakacak olursak

[z f)dx | < [ [f(x)ldx

Sonucunu elde ederiz.

5.2.1 Siirsiz Fonksiyonlarin Lebesgue Integralleri ile Tlgili Bazi 6zellikler:
1) Eger bir E kiimesi 6l¢limii sifirsa,
) z f(x)dx =0.

2) A c E 6lgiilebilir bir kiime olsun. Eger [  f(x)dx integrali varsa,
J, fx)dx integrali vardir. [, [f(x)|dx < [ [f(x)|dx esitsizligi yazilur.

3) Ei, Eo, Es.... Kiimeleri ikiser ikiser ayrik ve E=E; U E> U ... olsun. Eger,
J; f(x)dx integrali varsa, [ f(x)dx = fEl f(x)dx + sz f(x)dx +...

4) ai ,a, ..., ap sayilar1 birer sabit ve fi(x), f2(x), ...., fu(x) fonksiyonlar1 da
integrallenebilir olsun. Bu halde,

a) [ [afix) + ... +anfu(x)]ldx = a1 [, fi(x)dx + ... +anf, fu(x)dx

b) fE f1(x)...fa(x)dx <o
Integrallerivardir.

5) f(x) fonksiyonu bir E kiimesinde integrallenebilir olsun. Eger < Ex >, I}im m(Ex)

= 0 olacak sekilde E kiimesinde kapsanan bir dizi ise,

’11_1)210 Jo f(¥)dx = 0 olur.

Teorem 3: Eger f(x) fonksiyonu bir E kiimesinde integrallenebilir ve her £ > 0 sayis1

icin, m(A) < § ise
|fA fix)dx | <&

Olacak sekilde § > 0 sayis1 ve A  E kiimesi vardir.
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Ispat 3: f(x) fonksiyonu E kiimesinde integrallenebilir oldugu icin teoreml e gére |f(x))|

fonksiyonu da E kiimesinde integrallenebilir. Bdylece verilen £;> 0 sayist i¢in,
S (GO - [F(x)[1po) dx < & (1)

Olacak sekilde bir po sayis1 vardir. (1) ifadesindeki integrali alinan terim negatif degildir.

Eger A, E kiimesinin 6l¢iilebilir bir alt kiimesi ise 2. Ozellikten dolayz,
Sy () - TGOl Tpo)dx < [ (0] - [1f(x)[Tp0) dx 2)
Esitsizlikleri yazilir. (1) ve (2) esitsizliklerinden
J, I < &1+ [, [1f(x)/Tpodx 3)
Oldugunu goriiriiz. Ote yandan,

[1£GO[Tpo < po
Oldugu icin,
J, TIf0)/Tpodx < pom(A)
Esitsizligini yazariz. Bunu (3) denklemde kullanacak olursa,
J, f(x)ldx < &; + pom(A) “4)
Olur. £; = £/2 ve m(A) < § = E/2po olarak segilirse (4) esitsizliginden,
|fA f(x)dx | < fA [f(x)|dx < &
Teorem 4(Lebesgue Yakinsak Teoremi):

<h(x) >, lim fn(x) = f(x)

Olacak sekilde E kiimesinde 6lgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu halde [fa(x)| <

M(x) olacak sekilde E kiimesinde integrallenebilen bir M(x) varsa,

711—{130 fE fu(x)dx = fE f(x)dx = fE Tlll_{lgo fu(x)dx

Esitlikleri yazilabilir.
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Ispat 4: |f.(x)| < M(x) oldugu igin, |f(x)| < M(x) esitsizligi vardir. Boylece f(x) fonksiyonu

E kiimesinde integrallenebilir. Ote yandan,
| () — fa(o)]dx| < [ [f(x) — fax) [dx
Esitsizligi kolayca yazilir. Buna gore,
lim [ [f(x) - fi(x) [dx = 0 (1)
Oldugunu gostermek yetecektir.

Jp 1) - fa(oldx = [o [f(x) - fa()ldx + [, [f(x) - fa(x)ldx 2)

Esitligini yazdik. S, kiimesinde |f(x) - fa(X)| < € olur. Aym1 zamanda, |[fy(x)| < M(x) ve
[f(x)| < M(x) oldugu i¢in

If(x) - fo(x)] = [f(x)] + [fa(x)] = 2M(x)

Yazilir. Ortalama deger teoremi kullanilirsan (2) esitliginden
f g (%) - fa(x)|dx < Em(Sy) +2 f Ry M(x)dx 3)

Esitsizligi elde edilir. Ayrica,

fE M(x)dx = fEl M(x)dx + | 5 M(x)dx + ...

= fEl M(x)dx+...+ fEn M(x)dx + fRn M(x)dx

Olarak tanimlanan seri yakinsak oldugundan n — oo giderse,

) Ry M(x)dx — 0

Olur. Ote yandan,

il_r)go m(Sy) = m(E)

Oldugu igin (3) esitsizliginden,

lim [, [f(x) - £(x)ldx < Em(E)

41



Olarak yazilir. € Keyfi bir say1 olarak verildiginden sifira gotiirebilir. Boylece € — 0

giderse

lim [ [f(x) - fi(x)|dx = 0

Bulunur. Bu da,

711—{130 fE fu(x)dx = fE f(x)dx = fE Tlll_{lgo fu(x)dx

5.3. Riemannile Lebesgueintegrali arasindaki iliski

Bu kisimda Riemann integrali ile Lebesgue integrali arasindaki iliskiyi inceleyecegiz

Onerme 1: f: [a, b] — R fonksiyonu siirekli ise f integrallenebilirdir ve F(x) = f; fdm

biciminde tanimlanan F fonksiyonu a <x <b i¢in tiirevlenebilir olup F’ = f dir.
Onerme 2: f: [a, b] — R fonksiyonu sinirl1 olsun.

e f fonksiyonu Riemann integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f
fonksiyonunun [a, b] araliginda Lebesgue 0lciisline gore hemen hemen her yerde
stirekli olmasidir

e [a, b] araliginda Riemann integrallenebilir fonksiyonlar [a, b] aralifinda Lebesgue

integrallenebilirdir ve bu integraller birbirine esittir.
Ornek 1: [0, 1] aralif: iizerinde,

_(1/n; x = m/n € Q
w1y x € Q
Dirichlet fonksiyonu hemen hemen her yerde siireklidir, dolayisiyla Riemann
integrallenebilir ve boylece f in Riemann integrali Lebesgue integraline esittir. Ayrica
integralin sonucu 0 dir zira f, Q sifir kiimesi disinda sifirdir. Buna karsin [0, 1] aralig

uzerinde

42



fonksiyonunun Riemann integrali higbir aralikta yoktur zira bu fonksiyonun siireksizlik
noktalarinin kiimesi [0, 1] araligindadir ve bu araligin 6l¢iisii > 0 dir. Bununla birlikte,

hatirlanacagi gibi g(x) fonksiyonun Lebesgue integrali vardir ve degeri sifira esittir.
Ornek 2: (Birinci tiir genellestirilmis Riemann integralleri)

Birinci tiir genellestirilmis Riemann integrali,
ffooof(x)dx = lir% f: f(x)dx
a——o00,hb—oo

Bi¢iminde tanimlanir. f : R — R fonksiyonu i¢in birinci tiir genellestirilmis Riemann
integrali var olsun. Bu durumda f: f (x)dx Riemann integrali her sinirli [a, b] aralig1 igin

var olur, dolayisiyla f, her bir [a, b] aralig1 {izerinde hemen hemen her yerde stirekli olur.

Ancak bunun tersi dogru degildir. Ornegin,

1, x € [n,n+ 1) vengift
-1, x € [n,n+1)ventek

f(x) = {

fonksiyonu hemen hemen her yerde siireklidir. Fakat tistteki limitler yoktur ve dolaysiyla

genellestirilmis Riemann integrali yoktur.

Teorem 1: £> 0 ve f in birinci tiir genellestirilmis Riemann integrali varsa f in R iizerinde

Lebesgue integrali vardir ve bu integral genellestirilmis integrale esittir.
Ornek 3(ikinci tiir genellestirilmis Riemann integrali):

Ikinci tiir genellestirilmis Riemann integrali asagida sag kistmdaki limitler var oldugu

surece
[, fGodx=Jim [, fOOdx ve [} f)dx = lim, [ f(x)dx

Bic¢iminde tanimlanir.
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6. SONUC

Tasarim konum olan Lebesgue integrali 1875 yili dogumlu Henri Leon Lebsgue
tarafindan bulunmugstur. Bu integral tiiriinii anlamak adma oncelikle cebir kavramini,
Olcim ve Ol¢clim uzaymi ardindan Olgiilebilir fonksiyonlar konularimi incelemek
gerekmektedir. Bu incelenen bagliklarin onciiliigiinde Lebesgue integrali ile Riemann
integrali arasindaki farkliliklart gbze carpar. Lebesgue integralinin en somut ve kolay

yorumlaridan biri, bir egri altindaki alanin sonlu bir integral olarak verilmesidir.

Lebesgue integralinin temel kaynagi, Riemann integralinin elde edilmesinin aksine, X
ekseni tlizerindeki x noktalarinin yakinlig: ile gruplanmalar1 degil, fonksiyonlarin bu
noktalardaki degerlerinin yakinliklariyla gruplanmalaridir. Bu yodntem integral

kavraminin oldukga genis bir sinifta genellestirilmesine olanak saglar.
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