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Sekil Listesi

Sekil 2.1 Ik Bes Laguerre Polinomu Gériintiisii



OZET

Bu bitirme caligmasinda bir 6zel fonksiyon olan Laguerre Polinomlar: incelenmistir.
Caligsma alt1 boliimden olugmaktadir. Birinci bdliimde bitirme ¢aligmasinin konu tanitimi
ve giris yapilmustir. kinci boliimde Laguerre Diferansiyel Denklemine giris yapilmis
olup, Laguerre polinomlarmin ¢éziim yontemlerine detaylica deginilmistir. Ugiincii
boliimde ise polinom foksiyonu ve ortogonollik tanimlari verilmistir. Dordiincii béliimde
Asosiye Laguerre Denklemlerine giris yapilmis olup, ¢oziim yontemlerine deginilmistir.
Besinci boliimde ise bu polinomlar ile ilgili uygulama sorular1 ¢6ziilmiis olup, altinci ve
son boliimde bu ¢alismadan elde edilen sonuglardan bahsedilmistir.



ABSTRACT

In this study, Laguerre Polynomials which is defined as a special function were examined.
The study consists of six chapters. In first chapter, definition of the subject is made.
Laguerre differential equations and solving methods of Laguerre polynomials are
explained in the second chapter. In third chapter, orthogonality and polynomial function
are defined.Associated Laguerre diferential equations and solving methods of Associated
Laguerre polynomial function are explained in the fourth chapter.Apllication questios are
solved in fifth chapter. In last chapter, results obtanined from this study are mentioned.



1. GIRIS

Bu arastirmanin hedefi, konusu ile 6zel bir fonksiyon olan Laguerre fonksiyonudur. Isim
babast Edmond Laguerre (1834-1886), Laguerre denklemlerinin ¢6zliimii olan Laguerre
fonksiyonlari ile ilgili ¢aligmasmi 1879°da yaymlamustir. Ikinci mertebeden bir lineer
diferansiyel denklem olan Laguerre Diferansiyel denklemin ¢oziimii olan Laguerre
fonksiyonu, genel olarak fizik ve miihendislik problemlerinde karsimiza ¢ikar. Kuantum
Mekanigi goz oniine alindiginda Hidrojen atomunun Schrédinger denkleminin radyal
kismini ¢éziimlemesinde ortaya ¢ikar[1].

Bu aragtirmanin amaci Laguerre diferansiyel denkleminin ¢oziimiinden elde edilen
polinom fonksiyonlarin (Laguerre polinomlarinin) 6zelliklerini incelemektir. Bu
kapsamda ikinci bolimde Laguerre diferansiyel denklemi tanitilarak ¢oziimleri
verilecektir. Ugiincii béliimde polinom fonksiyonlariin tanimi yapilacak, ortogonallik ve
ortonormal sistemlerden bahsedilecektir. Yine bu kapsamda Laguerre polinomunun
ortogonalligi bu bolimde anlatilacaktir. Dordiincii boliimde Asosiye Laguerre
diferansiyel denklemi ve Asosiye Laguerre polinomuna deginilecektir. Besinci boliimde
bu c¢aligmay1 kapsayan uygulama sorular1 verilmistir. Son ve altinci bdliimde ise
calismadan ¢ikarilan sonu¢ bulunmaktadir.



2. LAGUERRE DIiFERANSIYEL DENKLEMi

Bu boéliimde Laguerre diferansiyel denklemi tanitilacak, diferansiyel denklemlerin
¢coziimiinde kullanilan Frobenius Yontemi tanitilacak ve Laguerre polinomlarina giris

yapilacaktir.

Laguerre Diferansiyel Denklemi
xy"+(1-x)y'+ny=0 (2.1)

yu + (1_x)yl +§y =0

X

(2.1) seklinde ifade edilebilen denklemlere Laguerre diferansiyel denklemi denir. Burada

n tizerinde heniiz kisitlama olmayan sabit bir sayidir.

2.1 Frobenius Yontemi ile Coziim
P(x)y" + Q(x)y" + R(x)y =0 (2.2)

L0, R
Y Y Tra? T

P(x), Q(x) ve R(x) polinomlar olmak tizere, P(x) = 0 kabul edilen x = x, noktasina
tekil (singiilar) nokta denir. Bu nokta digindaki tiim noktalar adi (siradan) noktalar olarak

adlandirilir. Diferansiyel denklemin x = x; adi noktasi ise

[ee)

y= S ey

n=0
(2.3)
seklinde ¢oziimlerin oldugu sdylenmektedir. x = x, noktasinda ¢6ziim arayabilmek i¢in
(x — x0)P(x) ve (x — x¢)?Q(x) analitik oluyor ise P(x) ve Q(x) kuvvet serisi seklinde

yazilabilir.



limy_, »,(x = x0)P(x) ve limy, , (x —x0)*Q(x) mevcut ise bu durumda x = x,
noktasina diizgiin tekil nokta denir. Aksi durumda ise diizgiin olmayan tekil nokta adi

verilir.

x = x, diizgiin tekil noktas1 civarinda

y=Cr— %) ) an(x— x)"
n=0

(2.4)
belirtilen formiile gére ¢6ziim aramaya Frobenius yontemi denir. Ayn1 zamanda, x, = 0

diizgiin tekil nokta ise

o0 [ee]
=Y et = Y g
n=0 n=0

(2.5)

tizerinde ¢0ziim aramaya yine Frobenius yontemi denir[2].

y' = Z(n + 1) axtrt
n=0

(2.6)

o)

y'" = Z(n +r)(n+7r—Da,x™t" 2

n=0

y' ve y"' denklemde yerine yazildiginda,

x"[r(r—Dag+ ]+ (Py+ Py + P,x? + - )x"(rag + =) + (Qp + Q1x +
“)x"(ag+ax+-)=0 (2.7)
ifadesinde x’in kuvvetlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesi ile a,, katsayilarina gore bir

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemdeki en kiigiik kuvvetli x” ifadesinin ¢arpani;

(r(r+ 1)+ Pyr+Qyla, =0 (2.8)
fry=r(r—1)+P;r=20 (2.9)



verilen diferansiyel denklemin indis denkleminin koklerine de denkleminin istleri denir.
Boylece tekil nokta civarindaki ¢oziimiin davranist bu indis denkleminin kdklerine

baghdir.

Teorem: P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0 diferansiyel denkleminin x = 0 diizgiin tekil
noktas1 ise xP(x), x2Q(x) ve p > 0 olmak iizere ve xP(x) ve x2Q(x) verilerinin

yakinsaklik yarigaplarinin minimumu olmak iizere x| < p icin

xP(x) = Z B,x™
m=0

(2.10)
Q) = ) Q™
m=0
(2.11)
serileri yakinsaktir denir[3].
fr+n)=C+nr+n—-1)+P,(r+n)+Q,=0 (2.12)

indis denkleminin r; > r, olacak sekilde iki kokii olsun. Bu durumda —p < x < 0 veya

0 < x < p araliginin birinde denklemin

a, + Z ao (rl)x"]
n=1

yi(x) = x™

(2.13)
formilii ile verilmis bir y; ¢6zlimii bulunur. Diger ¢6ziim yani y, ¢Oziimii ise indis

denkleminden elde edilen kokler arasindaki bagintiya gore verilir.
1. Durum:

Eger r,, € R, (p,—1) =0 veya (r,—1;) =7 € N olmamasi durumunda;

y2(x) =x" [ay + Z an 12x™"]
n=1

(2.14)

lineer bagimsiz ¢6ziimii bulunur.



2. Durum:

Eger ry, = r, ise;

) > d
y2(x) = a)ﬁ(xlr) = y1(x) In(x) + x™ (Z Ean(r) |r=r1xn)

n=1
(2.15)

ikinci lineer bagimsiz ¢6ziim bulunur.

3. Durum:

Egerr, — 1, =1 € Nise;

o d
YZ(x) = kyl(x) In(x) + x' (z E(T - Tz)an(r) |r=r2xn)

(2.16)

k = lim(r — ry)a,(r)
Ty

2.17)

olmak tizere ikinci lineer bagimsiz ¢éziimii bulunur|3].

2.2 Laguerre Diferansiyel Denkleminin Frobenius Yontemi ile Coziimii

(2.1) seklinde verilen Laguerre denklemine,

[o e}

y(5s) = Y axt
r=0
(2.18)
seklinde bir seri ¢oziim denersek, indis denklemin koklerinin ikisininde 0 ve tekrarlama

bagintisininda,

(s+r—n)
re1 = Or (s +7r+1)2
(2.19)
oldugunu goriiriiz. Frobenius metodunda denklemin,



s=0
gibi ¢ift kokii varsa birbirinden bagimsiz ¢éziimler,
y(x,0)
ve
dy(x,s)
as s=0

(2.20)
olarak alinirlar. Burada ikinci ¢6ziim x — 0 limitinde Inx gibi sonsuza gideceginden,
biitiin x degerleri i¢in sonlu olabilecek y(x, 0) ¢6ziimii alinir. Bunun tekrarlama
bagintisi ise,

(n—-r7)
Ar41 = —arm
(2.21)
olur. Seri olarak yazarsak,

-D’n(n—-1)..(n—-r+1
12+—12 x +..._|_( ) ( (r)|)2( )xr+...}
(2.22)
elde ederiz. Bu seri ise, x = oo limitinde e* gibi sonsuza gittiginden biitiin x degerleri
icin sonlu ¢ozlimler i¢in n parametresini tamsay1 degerler ile sinirlariz. Bu durumda,

nn-—1) ...(n—r+1)xr

y() = a i(—l)r

(rh?
veya
- nlx"
= S D
Y = 4 ) (1) e
r=0
(2.23)
seklinde verilen ve Laguerre Polinomlar1 olarak bilinen polinom ¢dzlimlerini elde
ederiz.
2.3 Laguerre Polinomlarinin Dogrucu Fonksiyonu
Laguerre polinomlarin dogrucu fonksiyonu ¢ (x, t);
—xt o
el-t | "
p0t) = 7—= > In()t
n=0
(2.24)

10



olarak verilir. Bunun (2.23) ile ayn1 polinomlar1 verdigini gostermek icin, sol tarafi

kuvvet serisi olarak acarsak,

oo —xt
1 -t 1 Z ="
el-t = —— —_
1-—-t 11—t r!
r=0

IR I
T1-tlir'(1-0)r
r=0

CC-0 1
- Z I (1—-t)rtt it
1t (

(2.25)
olarak buluruz. Ayirca
; = (r—-}_S) ts
(1—-1t)r+t rls!
r=0
(2.26)

Yo noktast civarinda herhangi bir fonksiyonun Taylor Serisi y = f(x) ise;

f(x0) (x — xo) n £ (x0) (x — x)? I [T (o) (x — xp)"

f&) = fxo) +

1! 2! n!
sonucunda
)= an(x—x)"
n=0

gibi bir seri elde etmis isek yapmamiz gereken mutlaka D’alembert Testi ile yakinsaklik

aragini da buluruz. Fonksiyonu Taylor Serisi’ne a¢tigimizda;

1 B = (D" (r+s)!

r4r+Ss

(-1)"n!

= —thTl
N2(n—r1)!
hs:o( )2( )

(2.27)

11



Bunoktadar + s = nolsun s = n — r olacagindan, s > 0 sartin1 kosarsak r < n olur ve

buradan da

n!

Ly (x) = ;(—1)T—(r!)z(n' i

(2.28)
buluruz.
2.4. Laguerre Polinomlarinin Rodriguez Formiilii
Laguerre polinomlarinin bir baska tanimi da,
L,(x) = exd—n(x"e_x) = i(i —1)"x"
" dx™ n! “dx
(2.29)
olarak yazilan Rodriguez formiiliidiir. Bu tanimin digerlerine esdegerligini,
dr () = n! d" 7 "ud"v
dx™ w)= (n—r)rldx™"dx"
(2.30)
formiiliinii kullanarak ve
e* d" e* n! d*"x"d"e™*
S are ) ==y -
n! dx™ n! O(n —r)lr! dx™ " dx"
r=
(2.31)
ifadesini yazarak gosterebiliriz. Buradan ise,
dPx1
= — — q-q
op —4@—D.(g-p+Dx
q! -
= xa-P
(g —p)!
(2.32)
formiili ile,
e* d" e* n!
—_— Ny,—2\ — ____ Y A G r,—X
n! dx"(x e) = n!zo(n—r)!r!x (=1)e
r=

n

— 1 T n!xr T
_Z(_ ) (r!)z(n—r)!x

r=0

12



(2.33)

= L, (x)

olarak istedigimiz neticeyi elde ederiz.

2.5 Laguerre Polinomlari icin Rekiirans Bagintilar

Daha once (2.24) de gostermis oldugumuz dogrucu fonksiyonunu sirast ile, t ve x’e
gore tlirevlerini alarak agsagidaki tekrarlama bagintilarina;

M+ DLy (x) = 2n+1—x)Ly(x) —nl,_4(x)

(2.34)
xLyn(x) = nLp(x) — nlyp_4(x)
(2.35)
olarak buluruz. Ayrica, bir baska tekrarlama bagintisi olan,
n-1
Ly() = nln() = ) L)
r=0
(2.36)
formiilii de ¢ok kullanighdir.
2.6 Laguerre Polinomlarinin Ozel Degerleri
Dogrucu fonksiyonda (2.24) x = 0 alirsak,
C 1
| = ——
> ) en = —
n=0
(2.37)

13



= i t"
n=0
(2.38)
olur ve L,(0) =1 6zel degerini buluruz. Ayrica diger bir dzel degeri de, Laguerre

denklemini x = 0 noktasinda yazarsak,

d?L, (x) d
ez 1- x)aLn(x) +nL,(x) = 0]x=0
(2.39)
L,(x)=—n
(2.40)
olarak buluruz.

a = 0 i¢in 6zel durumdaki L$f‘> (x) = L,, (x) Laguerre polinomlarmin ilk ifadeleri;

Ly(x) =1
Li(x)=1—-x
1
Lz(x)=1—2x+§x2
3 1
L3(x)=1—3x+§x2—gx3
2 2 3 1 4
Ly(x)=1—4x+3x —3¥ +ﬁx
5 5 1
— _ 2 _ _ .3 Y 5
Ls (x) =1—5x+5x 3% +24x 20"
1 15 10 5 1 1
L =1—-— y2 _ 43 Y R 1 6
s () 20 T T Y T t0”
21 35 35 21 7 1
Lo(x) =1 —7x+—x2 2243 4 22044 _ 5 4 6_ 7
6 () XY T8 T 120" T720° T 720%

seklinde yazilabilir[4].

14
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3. POLINOM FONKSiYONU VE ORTOGONALLIK

Dérdiincii boliimde polinom fonksiyonuna, fonksiyonlarin ortogonalligine ve ortonormal

sistemlere deginilecektir. Laguerre polinomunun dikligi (ortogonalligi) gosterilecektir.

3.1 Polinom Fonksiyonu

n bir dogal say1 ve ay, a4,..., a, ayni zamanda a, # 0 olmak iizere sabit sayilar

olsun.
p(x) = apx™ + apx™ 1+ --ay

seklinde tanimlanmis p : R — R fonksiyonuna polinom denir. Burada a,, a4,..., a,

sayilaria polinomun katsayisi, 7 dogal sayisina ise polinomun derecesi denir.

3.2 Fonksiyonlarin Ortogonalligi

A.B = 0ise bu vektdrlere dik yani ortogonal denir.

Teorem: Herhangi bir A(x) ve B(x) fonksiyonlari i¢in x4, x,, x5 degerleri 6nemli ve
A(xl) = aq ,A(xz) = a, ,A(X3) = das

B(x1) = by, B(x3) = by ,B(x3) = b

olsun.

16



3
Zaibi= 0

i=0

ise A(x) fonksiyonu B (x) fonksiyonuna ortogonaldir denir.

Teorem: A(x) fonksiyonu [ = [a, b] araliginda tanimli herhangi bir fonksiyon olsun.
x; €1 olmak ftzere A(x) fonksiyonunun bilesenleri sonsuz bir vektor olarak

diistintilebilir. i degistikce x; noktalar1 I araliginin tiim noktalarmi taradiginda yine

Zaibi= 0

i

yani;

faA(x)B(x)dx ~ 0
b
G.1)

saglaniyor ise [a, b] araliginda A(x) fonksiyonu B (x) fonksiyonuna ortogonaldir. Boyle

bir durum da B(x) fonksiyonu A(x) fonksiyonuna ortogonal olacagi agikardir.

3.3 Ortonormal Sistemler

g(x), [a, b] araliginda pozitif bir fonksiyon olsun. f,(x) ve f; (x) reel fonksiyonlarmin

skaler ¢carpimu [a, b] araliginda Lebesque integrali ile,

b
(for f1) = ] 90O fr (O f () dx

(3.2)

olarak tanimlanir. (fy, f;) = 0 ise,

b
(for f1) = j 9GS (O, () dx = 0

olacaktir, bu durumda f;, (x) fonksiyonu [a, b] araliginda, g (x) fonksiyonuna gore, f; (x)

fonksiyonuna ortogonaldir denir. Genel olarak eger,

17



b
f JOffMdx =0, %]

ise fo(x), fi(x), ... , fn(x) reel fonksiyonlar sistemine [a,b] araliginda, g(x)

fonksiyonuna gore, ortogonal sistem mevcuttur denir. Bunlara ek olarak,

b
f gOOf2(0dx =1,  i=1,23..
a

kosulu da saglaniyor ise sisteme ortonormal sistem denir. Ozetlemek gerekirse,

b 0 L
[snenea= {7 7]
(3.3)
ise fo(x), f1(x), ..., fn(x) sistemi ortonormal bir sistem olusturur(5].

3.4 Laguerre Polinomlarinin Ortogonalligi

Laguerre polinomlarinin birbirlerine dik fonksiyonlar seti olusturdugunu géstermek igin
asagida verilmis olan,

jooe_me(x) L,(x)dx =10

(3.4)
integralinin degerini hesaplayalim. Dogrucu fonksiyon tanimini kullanarak
1 { xt } _ i L o
n=0
(3.5

Ve

18



1 i s P {_ (1{85)} - ZLm(x)Sm

yazalim. Yukaridaki serileri dnce birbirleri ile ve sonra da e ™ ile carparsak,

(3.6)

e |-tpler|-aty)
a-0 -9

Z L, (x) L, () "™ =

nm=0
(3.7)
elde ederiz. Her iki tarafin da x’e gore integralini alirsak,

o)

Z[f e Ly, (x) L(x)dx]t"s™

dx

e *ex {— x_t} ex {— L}
_f°° Pra—oIUa=9
0 1-1) (1-s9)
(3.8)
yazabiliriz. Buradan (3.4) integralinin degerinin,

1= j“’e i ) A W )
0 1=t (1-s)
(3.9)
olarak gosterilen I integralinin t ve s nin kuvvetleri olarak agildiginda, t"s™ teriminin
katsay1s1 olacag1 goriiliir. Bu integrali

1 t s

I = (1—t)(1—s)f exp {— x<1+1—+1T>}dx
(3.10)

olarak yazarsak, kolayca alinir ve sirasi ile,

] ]|°° 1 —e[_x<1+ﬁ+ﬁ)]

ST a-na-y) t s
i+l [

(3.11)

B 1 1

ICEDIED

Ni+lassl+ e

(3.12)

19



- 1—stn
(3.13)
— Z Sntn
n=0
(3.14)

ifadelerini elde ederiz. Bu da bize

f e L (%) L (X)dx = Sy
0

integralini verir. Diger polinomlardan farkli olarak Laguerre polinomlari agirlik
fonksiyonu e ™*’e gore diktir deriz. Benzer sekilde ortogonal sistemler de kontrol
edilebilir.

20



4. ASOSIYE LAGUERRE DENKLEMIi VE POLINOMLARI

Bu boliimde Asosiye Laguerre diferansiyel denklemlere ve polinomlarina deginilecek

ve Ozellikleri verilecektir.

4.1 Asosiye Laguerre Denklemi

xy"+((k+1-x)y'+ny=0 4.1)
seklinde verilen denkleme Asosiye Laguerre Denklemi denir. Bu denklemin ¢éziimii
ise, agsagidaki teorem kullanilarak bulunabilir [6].

Teorem: Eger Z(x) fonksiyonu(A4 + k) derecesinden Laguerre denklemini saglarsa,

k
4 i(kx) fonksiyonu da Asosiye Laguerre denklemini saglar.

Ispat: (n + k) derecesinden Laguerre denklemini,

d*z dz
xd—+(1—x)—+(n+k)Z—O

(4.2)
seklinde yazar ve k kere tiirevini alirsak

dk+ZZ dk+1Z k+1 k k

d“zZ d“Z
xdxk+2+kdxk+1+(1— + k(= 1)—+(n+k)—=0

0
(4.3)
buluruz. Bu denklem diizenlenince bize,

@ +(k+1 )dde+ d'z] _,
X dx? Ve ldak | T axk | T

(4.4)
olarak istenilen neticeyi verir.

Buradan Laguere polinomlari i¢in bulundugumuz (2.28) ifadesini kullanirsak, Asosiye
Laguerre polinomlarini

k n+k

d . ()X
L) = (= 1)k z(_ ) (n+k—r)ahH2

r=

4.5)
seklinde yazabilirz. x" ’nin k mertebesinden tiirevini r’nin k’dan kii¢iik degerleri igin
sifir vereceginden,
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= (n+k)!x"

Li(0) = (= 1)kd kz( (n+k—r)!(r!)2

i (n+k)! r!

Ln(x) = (=D)F Z(_l)r m+k—=r)!0H20@—k)! X

r=k

yazabiliriz. Yeni bir degisken olarak s'yi,

s=r—k

olarak tanimlarsak, Asosiye Laguerre polinomlarmin son halini,

oy (n+k)!x’

Li(x) = (=" ;(_1)5 (n—3s)! (k+ s)!s!

seklinde buluruz.

4.2 Asosiye Laguerre Polinomlarinin Dogrucu Fonksiyonu

Asosiye Laguerre polinomlarinin dogrucu fonksiyonu,

Ll S

seklinde verilir. Bunun ispat1 Laguere polinomlarinin,

e | t)] Z L GOt

(1 — t)k+1

seklinde verilen dogrucu fonksiyonun k kere tiirevini almakla elde edilebilir.

dd:k eXI()1[—(t§k+1t)] dx kZL L

bu ise,
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(4.6)

(4.7)

(4.8)

4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)



xt
—t exp[ (1 ] n+
[(1 — t)]k (1 -0k~ dxk Z Lk GO €77

(4.13)
seklinde yazilabilir ve
dk
Li(x) = (=" Tk Lt (%)
(4.14)
iligkisini kullanarak,
(D exp [ ] = i (—DFLE e
a—oF Pl a-ol” 40
n=
(4.15)
yazar ve nihayet,
e
(1 — t)k+1 d k
(4.16)
olarak istediginiz neticeyi elde ederiz.
4.3 Asosiye Laguerre Polinomlariin Diger Ozellikleri
Asosiye Laguerre Polinomlarinin Rodriguez formiilii,
exx—k n
Ly(x) = W{e_xxw'k]
(4.17)
olarak verilir. Bu polinomlarin diklik iligkisi ise,
@ n+k)!
f “XxkIR LK, (x)dx = ( ) Srmn
0 n!
(4.18)
seklindedir. Burada agirlik fonksiyonu
(e *x¥) (4.19)

olarak alinir.

Asosiye Laguerre polinomlariin sik¢a kullanilan rekiirans bagintilari ise;
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Li (0 + L1 (0) = Li(x)

(4.20)
M+ () =Cn+k+1—-x)LE(x) -+ k)LE_ (%)

4.21)
X215 G) = ml () — (n + L4 (0

(4.22)

olarak verilebilir[7].
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5. UYGULAMA

xy + (1 — x)y' + Ay = 0.

Yukarida Laguerre diferansiyel denklem verilmistir. x = 0’1n singular nokta oldugunu
gosteriniz ve denklemi ¢oziiniiz.

. 1-x .
limx—=Iliml—-x=1
x—0 X x—0

Ve

1in% ng = lirré Ax = 0 oldugundan x = 0 noktas1 singtilar noktadir. Seri ¢oziim
x— x—

deneyecek olursak;

[oe}

) = Y axst

r=0

Y@= ) (s+rax
r=0

y"'(x) = Z (s+7r)(s+7r—1Daxst"2
r=0

Denklemde yerine yazalim;

0=x Z (s+1(s+r—1Dax57" 2+ (1-x) Z (s +1r)axSt 1+ Z a,xst"
r=0 r=0 r=0

= Z (s+r)(s+7r—1Da,x5t" 1+ Z (s +r)axst1 — Z (s +r)a,x5*"
r=0 r=0 r=0

[oe)

+ Z Aa, x5t

r=0

= Z [(s+r)(s+r—1)+(s+1)]ax5t"1+ Z A= (s +7)]a,x5*"
r=20

r=0

[00] co
= z (s +1)%a xSt 1 + Z A —s —r]ax5*"
r=0 r=0
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o)

= Z (s +r)%a xSt 1 + Z A—s—r—1]a,_x5t"1

r=0 r=0

[ee] [ee]
=s?ayxSt + z (s+7r)axsT™ 1+ » A—s—r—1]a,_ x5!

T

= s?ayxS” (s+7r)a,+[[A—s—r—1]a,_]x5*"1

IIMS

Indis denklemine gére s? = 0 bu durumda kdkler s; = s, = 0 ve tekrarlama
bagintisininda,

0=(s+7r)a,+(A—s—r+1a,_4

=r2a,+(A—s+ Da,_4 s = 0 oldugundan,
_ (r=1-Ma,_
r = r—zl r=>1

a, keyfi segilir.

A A
I CRL N CT EA
1-2 A(1—2)
IR T
2-2 A1 =22 - 1)
= T3z 2777 3z %
n-—1
k=0 —=2)
T (h)?

Boylece Laguerre Denkleminin ¢oziimii,

k=o(k =)
(n!)?

Eger A = m € N oldugunda formiillere gore serinin katsayilari;

y1(x) = ap(1+ x™)

0= ami1 = A2 o = A =
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olur ve y; (x) x’in m’den kii¢iik veya ona esit kuvvetlerini igerir. Baska bir deyisle
polinom en fazla m derecesini alabilir.

xy' + (¢x+1 — x)y' + myx) = 0

Yukarida Asosiye Laguerre diferansiyel denklemi verilmistir. o< > —1 oldugu bilindigine gore
Ly, LS, Ly, Ly Asosiye Laguerre diferansiyel denklemlerini hesaplayiniz.

Asosiye Laguerre diferansiyel denklemlerini,

m

k

« _Z<m+OC)x
Ln_ N
m—1i/ i

i=0

Formiilii ile hesaplayabiliriz.

LY =1
LY = —x+ < +1
x? (oc +2)(x +1)

Ly =—— (< +)x +
f=5 -« >

o x3 (x4+3)x? (e +2)(x +3) (o +3)(x +2)(x +1)
bh=-gt—o - 2 * 6
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6. SONUC

Bitirme ¢alismasi konum olan Laguerre polinomlart 1934 yili dogumlu olan Edmond
Laguerre tarafindan ilk kez, Laguerre denklemlerinin ¢6ziimii olan Laguerre
fonksiyonlari ile ilgili ¢alismast ile 1879°da yaymlamustir. Ozel fonksiyonlar, neredeyse,
biitiin teknik, fizik ve matematik bilim dallarinda meydana ¢ikan diferansiyel denklemleri
¢ozerken karsilasilan standart fonksiyonlardir. Iste bu 6zel fonksiyonlardan biri olan

Laguerre Polinomlari, Laguerre denklemlerinin ¢éziimiinde bize yardimcei olur.

Bu 6zel fonksiyon tiiriinii anlamak adia 6ncelikle denklemlerin ¢6ziim yollarini ve
fonksiyonlarin ortogonalligini iyi incelemek gerekmektedir. Incelenen basliklarn
onciiliigiinde Lineer diferansiyel denklemlerin karisik sinirlari altinda ¢6ziimii igin
kullanilan Laguerre Polinomlar1 bu ¢alisma ile detaylica anlatilmaya calisilmistir. Cesitli
¢Oziim yollarina deginilerek bu baglamda kullanilan Rodrigues formiilii incelenmis,
rekiirans bagintilarinin  Laguerre ve Asosiye Laguerre denklemlerin ¢dziimiinde
kullanimi1 gosterilmistir. Son olarak Frobenius yontemi ile bir uygulama yapilmis ve konu

pekistirilmistir.
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